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PRATARMĖ 


Mokytis integralinį skaičiavimą 
gana sunku, nes jame susipina dau- 
gelis įvairių matematinių idėjų. 

Tačiau pati pagrindinė intę- 
gralinio skaičiavimo sąvoka (iš 
esmės atėjusi dar iš antikos laikų) — 
neaprėžtai didėjančio skaičiaus ne- 
aprėžiai mažėjančių dėmenų sumos 
ribos sąvoka — labai paprasta ir 
natūrali. 

Šiai sąvokai įsisavinti nereikia 
didelio pasiruošimo, ir ji Jabai nau- 
dinga, nes padeda išspręsti daug 
svarbių geometrijos ir fizikos užda- 
vinių, giliau suvokti ribos idėją ir 
yra puikus įvadas į sistemingą aukš- 
tosios matematikos mokymąsi. 

Šioje knygelėje aiškinama, ko- 
kia yra šios sąvokos esmė ir kaip ji 
taikoma įvairiems konkretiems už- 
daviniams spręsti. Autorius ne kar- 
tą skaitė Sia tema paskaitas Lenin- 
grado devintųjų ir dešimtųjų klasių 
mokiniams; knygelę sudaro papil- 
dyta ir išplėsta šių paskaitų me- 
džiaga. Ši medžiaga gali būti panau- 
dota ir mokyklos matematikos bū- 
relio darbe. 


I. Natansonas 


$ 1. Kal kurios algebros formulés 


1. Tolesniam aiškinimui reikės kai kurių algebros formulių, 
kurios ne visuomet dėstomos mokykliniame kurse. Tai — formu- 
lės, kuriomis išreiškiamos šitokio pavidalo sumos: 


S,= 1P1+27+3P+... +n; 


čia p yra sveikas skaičius. Mes apsiribosime sumų S, išraiškomis, 
kai p reikšmės yra mažos: 
p=1, 2, 3. 
Išvesime šias išraiškas, 
2. Natūrinės eilės narių suma. Pradžioje rasime sumą 


S,=14+2+34+...+n. 


Čia turime aritmetinės progresijos, kurios pirmasis narys a, = 
=] ir skirtumas 4=1, n narių sumą; ją galime rasti, remdamiesi 
žinoma algebros formule: 


s,- 262. 


(1) 
Parodysime kitą (1) formulės sudarymo būdą, nors ir truputį 
sunkesnį, tačiau sėkmingai taikomą bet kuriai sumai S, rasti. 


Imsime žinomą lygybę 


(n+ 1)?=n?*+2n+1 


ir joje nuosekliai pakeisime nin—1l, po to į n—2 ir t.t..[kol priei- 
sime vienetą. Gausime visą eilę lygybių: 


(n+ 1 =n* +2n +1 
n?=(n— 1242 (n—1)+ 1 
=(n—2+2(n-2)+ 1 (2) 


Sudésime visas šias lygybes. Atkreipkime dėmesį į tai, kad kai- 
riosios pusės dėmenų stulpelis sudarytas beveik iš tų pačių dėmenų, 
kaip ir dešiniosios pusės pirmųjų dėmenų stulpelis. Šie stulpeliai 
skiriasi tik tuo, kad kairiojoje pusėje nėra dėmens 13, kuris yra 
paskutinis dešiniosios pusės stulpelyje, ir yra (n+ 1)?, kurio nėra 
dešiniojoje pusėje. 

Vadinasi, abiejuose stulpeliuose galime panaikinti vienodus 
dėmenis; tada gausime: 


(n+12= 124+£274+2(1—1)+->->-+2-1]+ 
+£1+1+---+17. 


Dėmenų skaičius antruosiuose figūriniuose skliaustuose yra 
lygus eilučių skaičiui (2) lygybėse, t. y. lygus n. Pastebėsime dar 
štai ką: jeigu iš pirmųjų figūrinių skliaustų iškelsime bendrą dau- 
ginamąjį 2, tai skliaustuose kaip tik liks suma S,. Jeigu dar pakei- 
sime 1? į 1, tai gausime: 


(n4+1)2=1+25,+n. 
Iš čia 
25,=(1+1)-(2+1)= (241) [(n+1)—1]=n (2+1), 


ir galutinai 


S, = n Gin | 


Taigi vėl gavome (1) formulę. 
3. Kvadratų suma. Pasinaudodami ką tik nurodytuoju būdu, 
rasime pirmųjų n natūrinių skaičių kvadraty sumą, t. y. sumą 


S,=12+221+321 ...+m. 


Tam tikslui lygybéje 
(n+1)P=n*+3n?4+3n+1 


nuosekliai pakeisime nį n—1, į n—2 ir t. t., kol prieisime vienetą. 
Gausime visą eilę lygybių: 


(n+1P=n? + 3n? + 3n +1 
ni =(n— 19+3(n-1?+3(n- 1) + 1 
(n — 1) = aks d i oi Ak sk A (3) 


Sudėsime šias lygybes. Kaip ir anksčiau, galime jų sumą gero- 
kai supaprastinti; iš kairiosios pusės dėmenų stulpelio išnyks visi 
dėmenys, išskyrus pirmąjį, t. y. (1+1)3, o iš dešiniosios pusės 
pirmųjų dėmenų stulpelio išnyks visi dėmenys, išskyrus paskuti- 
nį, t. y. 1š. 

Toliau, iš dešiniosios pusės antrųjų dėmenų stulpelio iškėlus 
bendrą dauginamąjį 3, liks būtent ieškomoji suma S% Lygiai 
taip pat iš dešiniosios pusės trečiųjų dėmenų stulpelio gausime tri- 
gubą sumą S,. Pagaliau, pastebėję, kad eilučių skaičius (3) sistemo- 
je lygus n, gausime: 


(n+ 1P= 13135, +35,+ n. 
Dabar vietoj 1? įrašysime 1, o vietoj S; — jos (1) išraišką, ir gausime: 


Ala 


(n+ 1)=1+38 + 3 —+n. 
IS Cia 
35,=(1+ 19-32 n(n+ )-(1+1), 
arba 
S= (n+ 1) [n+ 1)? — > n— ||=n(n+ 1) (n +3). 
Taigi 
39, = rt En+D | 


Galutinal rasime: 

n(n+1) (2n+ 1) 

A, (4) 
4. Kubų suma. Visai taip pat, remdamiesi lygybe 


(n+ 1) =n*+4n"4+ 6n?+4n +1, 


Sa = 


gausime lygybių sistemą: 
(n+ 1Y=r*+4n"4+62+4n+1, 
nt=(n—1)+ 4n-— 1P+ 6(n— 19 + 4(n — 1) + 1, 


21= 114+4-1346-1244.-1+1. 
Sudéje ir supaprastine, rasime: 
(n+1)=1+458,4+65,+48, +a. 

Pakeitę sumas S, ir S, jau rastomis ju (1) ir (4) išraiškomis 
ir atlikę visus skaičiavimus, kuriuos paliekame patiems skaityto- 
jams, gausime sumos S, išraišką: 

2 2 
E n Sa l (5) 

Panašiai galima rasti sumas Sy, S; ir Se. 

5. Nors tai ir neturi tiesioginio ryšio su šios knygutės tema, 
negalime nepaliesti vienos labai įdomios (1) ir (5) formulių išva- 
dos. Palyginus šias formules, matyti, kad 


S,= S], 
arba 
1834+234 ... +ni=(142+ ... +2 (6) 
PavyzdZiui, 
13+23=9 ir (1 +2)}=9, 
arba 
13423 33=36 ir (1+24+3)?=36, 
arba 


134234 334+43=100 ir (14+24+34+4)2=100. 


(6) lygybė tuo labiau įdomi, kad, kaip nesunku įsitikinti, visai 
neegzistuoja bendresnė lygybė 

a+ bt ... +k3=(04+b6+ ... +KP, 
kai a, b, ..., k reikšmės yra bet kokios. 
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Pavyzdžiui, 
234-4372, (244)*= 
o 72436. 

6. È ženklas. (1), (4) ir (5) formules galima užrašyti ir kitaip, 
pasinaudojus paplitusiu matematikoje ženklu 2. Būtent: jeigu yra 
eilė dėmenų, pažymėtų ta pačia raide, pavyzdžiui a, bet su skirtin- 
gais ženkliukais prie šios raidės, kad skirtųsi vienas nuo kito, tai 
šių dėmenų suma a,+4,4+4,+ ... +4, užrašoma simboliu 


> az; (7) 
k=1 


čia ženklas a, rodo, kad šios sumos tipinis dėmuo yra a su kuriuo 
nors ženkliuku, o sumavimo ženklo 2 apačioje ir viršuje nurodyta, 
kad ženkliukas prie a prabėga visas sveikas reikšmes nuo I iki n. 
Pats ženklas 2 yra didžioji graikiška raidė sigma. 
Naudojantis ženklu 2, sumas S,, Sa, S, galima taip užrašyti: 


S, = = È e S= Y k, 
k=1 k=1 k=1 
o (1), (4) ir (5) formules — šitaip*): 
| | 
> p= nin+ 1) 


2 
k=1 


PPP O 1 Z“ 


, (8) 


y k= A | (9) 
k=l 
Ze- om pr 1)? į (10) 


e —. 


| *) Manome, kad skaitytojas šią knygutę skaito su „pieštuku rankoje“. 
Jeigu taip, tai rekomenduojame (8), (9) ir (10) formules užsirašyti atskirai ir 
visą laiką turėti prieš akis. 


7. Kai kurios ženklo 2 savybės. Nurodysime kai kurias su- 
mavimo ženklo 2 savybes. 

I. Jeigu kiekvienas dėmuo pats susideda iš dviejų dėmenų, 
tai ir jų suma suskaidoma į dvi sumas. 

Būtent: 


(a, +b)= J, a+ D bp (11) 


] k=l k=l 


Ms 


1 


k 
(11) formulės įrodymui pakanka išskleisti jos kairiąją pusę: 
(a, +b))+(a+b2J+ .... +(0,+6,); 
kaip matome, ją galima užrašyti ir šitaip: 
(a,+4;+ ... -a,)+(61+65+ ... +0b,,), 

o tai ir yra (11) lygybės dešinioji pusė. 

2. Jeigu visi sumos dėmenys turi bendrą daugiklį, tai jį galima 
iškelti prieš sumos ženklą: 


2, Cay =C 2 ap. (12) 


3. Jeigu visi dėmenys a, yra lygūs vienam ir tam pačiam dy- 
džiui a, tai suma yra lygi tam dydžiui, padaugintam iš dėmenų 
skaičiaus: 


` a=na. (13) 
k=l 


Šią savybe taip pat lengvai gali įrodyti patys skaitytojai. 
Nurodytosios ženklo 2 savybės yra labai paprastos, todėl 
toliau jomis naudosimės, specialiai neaptardami. 


$ 2. Skysčio slėgimo į vertikalią sienelę 
skaičiavimas 
8. Slėgimas į rezervuaro sienelę. Sakykime, turime stačiakampį 
rezervuarą, pilną vandens; jo matmenys parodyti 1 paveiksle. 
Ieškosime vandens slėgimo*? P į rezervuaro priekinę sienelę. 
à) Ir čia, ir toliau, kalbėdami apie „slėgimą“, turime galvoje visą jėgą, 


kuria vanduo slegia sienelę, o ne jėgą, tenkančią ploto vienetui. 


Norint išspręsti šį uždavinį, reikia prisiminti kai kuriuos hidro- 
statikos dėsnius. 

9. Jeigu po vandeniu yra bet kokia horizontali plokštelė, 
tai vandens slėgimas į ją yra lygus svoriui vandens stulpo, kuris 
remiasi į tą plokštelę (jo pagrindas yra plokštelė, o aukštinė — 
plokštelės panirimo gylis). Kadangi kalbame apie vandenį, kurio 
specifinis svoris lygus vienetui, tai minėtojo stulpo svoris lygus jo 
tūriui, t. y. lygus plokštelės ploto ir panirimo gylio sandaugai. 
Tuo būdu, ši sandauga ir yra lygi slėgimo į horizontalią plokštelę 
skaitiniam didumui. 


I pav. 


Jeigu po vandeniu yra nehorizontali plokštelė, tai atskiri 
jos taškai yra skirtinguose gyliuose, ir apie pačios plokštelės pa- 
nirimo gylį negalima kalbėti. Tačiau jeigu ši plokštelė labai maza, 
tai apytiksliai galima laikyti, kad visi jos taškai yra vienodame 
gylyje, ir šį gylį galima pavadinti pačios plokštelės panirimo 
gyliu. 

Tarkime, kad duota tokia labai maža plokštelė, panardinta 
į vandenį; nustatysime slėgimą į ją. Tam tikslui įsivaizduosime, 
kad šią plokštelę pasukome apie vieną jos tašką taip, jog ji pasi- 
darė horizontali. Kadangi skystyje slėgimas į kiekvieną tašką 
visomis kryptimis yra vienodas, o plokštelės matmenys labai maži, 
tai dėl tokio pasukimo slėgimas į plokštelę beveik nepasikeis, 
Tuo tarpu, plokštelei esant naujoje horizontalioje padėtyje, jau 
galima taikyti aukščiau nurodytą slėgimo radimo taisyklę. Kadangi 
džl pasukimo nepasikeičia nei plokštelės plotas, nei jos panirimo 
gylis (nes plokštelė labai maža), tai galime šitaip tvirtinti: slėgi- 
mas į mažą plokštelę, kuri yra po vandeniu, lygus tos plokštelės 
plotui, padaugintam iš panirimo gylio. 


Ši taisyklė ne visai tiksli, o apytikslė. Kuo mažesnė nagrinėjama 
plokštelė, tuo tikslesnis rezultatas. 

10. Nustatę šį dėsnį, grįšime prie ankstesnio uždavinio. Rezer- 
vuaro priekinė sienelė nėra visai maža, todėl negalime tiesiog taiky- 
ti nustatytąjį dėsnį. Kad vis dėlto galėtume jį pritaikyti, darysime 
šitaip. 

Pasirinksime pakankamai didelį skaičių n ir sienelę suskirsty- 
sime į n vienodų horizontalių juostelių (2 pav.), kurių kiekvienos 


„d 
plotis — h. 


SALEERAAAAL LLANA A ALL LS IAB INIA NAAA ADAL AAC AD ARAALALLALINICIANÍAS 


2 pav. 


Dabar išnagrinėsimė vieną iš šių „elementariųjų“ juostelių, 
pavyzdžiui, k-aja iš viršaus. Ji labai siaura, ir apytiksliai galime 
laikyti, kad visi jos taškai yra tame pačiame gylyje. Tuomet*? 
slėgimas į ją randamas, remiantis 9 punkte išvestu dėsniu. 


Plokštelės plotas yra lygus jos ilgio a ir pločio - h sandaugai, 
t. y. lygus - ah. Norint gauti slėgimą, šį skaičių reikia padauginti 
iš plokštelės panirimo gylio. k-osios iš viršaus juostelės gylis lygus 
E A**. Tuo būdu, slėgimas P, į k-ąją juostelę („„elementarus“ 


slėgimas) lygus 
ah? 
P. = mE k. 
*) Kad slėgimo désnis būtų teisingas (prisiminkime jo išvedimą), visi plokš- 
telés taškai turi būti (bent apytiksliai) viename gylyje. Todėl šis dėsnis taikyti- 
nas siaurai horizontaliai juostelei, nors jos dėl ilgio ir negalime laikyti „maža“. 


k i . 2 A 
**) Dydis > h yra k-osios juostelės apatinio krašto gylis. Kadangi nepai- 


some atskirų taškų gylių skirtumo, tai šį dydį laikome visos juostelės paniri- 
mo gyliu. Vėliau dar ne kartą susidursime su panašia situacija. 
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Norint nustatyti slégima P į visą sienelę, reikia sudėti slėgimus 
į atskiras juosteles: 


R? 
k=! 
arba 
ah 
Ps A k 
k=1 


Naudodamiesi (8) formule, galime slėgimą P taip užrašyti: 
ale _ n(n+1) 


ág n? 2 i 
arba taip: 
P=% (1+5); 
iš Čia 
Pa A. (14) 


Tačiau rastoji slėgimo išraiška nėra visai tiksli. Juk 15 tikry- 
jų, nors juostelės ir labai siauros, vis tiek net vienos juostelės ribo- 
se skirtingi taškai yra nevienoduose gyliuose. 

Kai reikia nurodyti, kad dviejų skaičių A ir B lygybė yra apy- 
tikslė, matematikoje dažnai naudojamas žymėjimas 


ALB, 


t. y. virš lygybės ženklo rašomas taškas. Todėl (14) išraišką per- 
rašysime šitaip: 
3 2 


Suprantama, (14') lygybė bus tuo tikslesnė, kuo siauresnės imamos 
juostelės, t. y. kuo didesnis skaičius n. Vadinasi, vis didindami 
skaičių n, 18 (14% gausime vis tikslesnę slėgimo P išraišką. Taigi 
tikroji, tiksli slėgimo reikšmė yra riba*?, prie kurios artėja dydis, 

ah? ah? | 


2 2 n? 


*) Priminsime, kad kintamojo dydžio x, riba vadinamas pastovus skai- 
čius /, turintis ta savybę, jog skirtumo x„—/ absoliutinis didumas, esant vi- 
soms pakankamai didelėms 1 reikšmėms, yra mažesnis už bet kurį iš anksto 
duotą teigiamą skaičių. 
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kai n artėja prie begalybės. Tačiau, didėjant n, skaičius L, o taip 


2 
pat ir A. vis mažėja ir mažėja, artėja prie nulio. Todėl dy- 


2 
2 2 2 
džio a + a - riba yra pirmasis démuo E — tai ir yra tiks- 
li slėgimo išraiška: 
p= 
ri. 


Taigi uždavinys išspręstas. 

11. Slėgimas į trikampį skydą. Pasistengsime išspręsti kitą 
tokio pat tipo uždavinį: nustatyti vandens slėgimą į trikampį 
skydą, vertikaliai įleistą į vandenį taip, kad trikampio pagrindas 
būtų skysčio paviršiaus lygyje (3 pav.). 


a 


3 pav, 


Prisiminę samprotavimus, smulkiai išdėstytus ankstesniame 
punkte, ir šiam uždaviniui spręsti skydą padalysime į 7 labai siaurų 
horizontalių juostelių (,,elementariu” juostelių), kurių kiekvie- 
nos plotis = h, ir rasime visą slėgimą kaip slėgimų į atskiras juos- 
teles suma. 

Imsime atskirą k-aja iš viršaus juostelę ir apskaičiuosime slėgi- 
mą į ją. Nekreipdami dėmesio į juostelės plotį, galime laikyti, 
kad visi jos taškai yra viename gylyje, lygiame E h. „„Elementa- 


ruji“ slėgimą, t.y. slėgimą P, į juostelę, kurios numeris k, gausime, 
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padaugine šį gylį iš juostelės ploto. Šį plotą reikėtų apskaičiuoti 
kaip trapecijos plotą, bet siaurą juostelę gana dideliu tikslumu 
galima laikyti stačiakampe. Tai supaprastina ploto radimą. Tiesa, 
tokiu atveju gaunama tam tikra paklaida, bet ji tuo mažesnė, kuo 
siauresnės juostelės. Iš ankstesnio pavyzdžio jau žinome, kad vis 
tiek teks neribotai mažinti juostelių plotį, todėl ši paklaida neturės 
įtakos galutiniam rezultatui, Čia susiduriame su labai bendro pobū- 
džio idėja, kuri pastoviai taikoma, sprendžiant įvairiausius 
uždavinius: apskaičiuojant elementarų jį dėmenį, reikia kreipti dau- 
giausia dėmesio į tai, kad būtų paprasta jo išraiška, ir paprastumo 
dėlei nepaisyti tokių šio dėmens dalių, kurios yra be galo mažos, 
palyginus su likusiomis dalimis, 

Remiantis ribų teorija, šį principą būtų galima suformuluoti 
tiksliau ir griežčiau, bet čia to nedarysime, nes jo esmė pakankama 
paaiškės iš tolesnių pavyzdžių. 

Tarkime, kad k-oji juosta yra stačiakampis, ir raskime jo 


plotą kaip ilgio ir pločio sandaugą. Plotis, aišku, yra h, o ilgis 


I, (ženkliukas k rodo, kad kalbama būtent apie k-aja juostelę) 
randamas, kaip matyti iš 3 paveikslo, iš trikampių panašumo 
proporcijos 
S k os A EE 
IL:a= (k pa h): h; 


k 
l = (i => =) a. 
Tuo būdu, juostelės plotas lygus 


(1-La-» 


iš Cia 


o slégimas 1 ja 


P, = = (1 a k 


a n 


Sumuodami rastus dydžius, gauname visą slėgimą: 
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arba 


Naudodamiesi (8) ir (9) formulėmis, galime šią išraišką užra- 
šyti šitaip: 
pa Ak n(n+1)_ ak? n(n+1)(2n+1) 
n? 2 na 6 i 


al LN ak 1 
Aea TŲ+ a 
Si slėgimo išraiška yra apytikslė. Ji bus tuo tikslesnė, kuo dides- 


nis skaičius n. Vadinasi, norint rasti tikslią slėgimo formule, reikia 
dešinėje šios lygybės pusėje neaprėžtai didinti n ir rasti šios deši- 


arba 


nės pusės ribą. Kadangi, didėjant skaičiui n, trupmena L artėja 

Ą Iš 14. l > P À 
prie nulio, tai daugikliai (1 + =) 1r (2 + =) artėja atitinkamai 
prie 1 ir 2; todėl (remiantis sandaugos ir skirtumo ribų teo- 


remomis) viso aukščiau užrašyto reiškinio riba yra skaičius 
ah? ah? | 


— ~ no 


2 6 
Tuo būdu, 
ah? ah? 
das als i 
ir galutinai 
ah? 
Ps =e 


Tai yra tikslus slėgimo didumas. 

12. Rasime slégima į vertikalų tos pačios formos stendą, bet 
panardinta į vandenį taip, kad vandens paviršiaus lygyje būtų 
jo viršūnė, o pagrindas — lygiagretus paviršiui (4 pav.). 


Skaidydami skydą į horizontalias -> h pločio juosteles ir laiky- 


dami, kad kiekviena tokia juostelė yra stačiakampis, iš trikampių 
panašumo randame k-osios juostelės ilgį 


k 
h:a==h:h; 
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iš Čia 


IL=- a. 
k“ y 


Juostelės plotas lygus 5 ah, o kadangi panirimo gylis yra = h, 


tai elementarus slégimas į ją lygus 


P. = a ahí. 


TTT 4 pav. 
ly 


Sumuodami visus elementariuosius slégimus, gauname pilną 
slėgimą: 


Remdamiesi (9) formule, užrašysime P šitaip: 


ah n(n+1)(2n+1) 
n? 6 3 


P= 


„ah [1 | 
=g (1+7)(2+ 3) | 
Tikslią P išraišką gausime, radę ribą, kai n neaprėžtai didėja. 
Tam tikslui turime pakartoti samprotavimus, pateiktus 11 punkto 


arba 
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pabaigoje. Nesismulkindami pažymėsime, kad ieškomąją ribą 


gausime, atmetę skliausteliuose esantį dėmenį L : taigi galutinai 


13. Slėgimas į pusskritulį. Išnagrinėtuose pavyzdžiuose buvo 
pritaikoma vis ta pati idėja. Ieškomasis slėgimas P buvo skaido- 
mas į elementarius dėmenis P,. Vienas dėmuo buvo apskaičiuoja- 
mas supaprastintu būdu (nekreipiant dėmesio į vienos juostelės 
atskirų taškų gylių skirtumą, tariant, kad juostelė yra stačiakam- 
pio formos), ir tuo būdu lengvai buvo randamas P,. Po to visi ele- 
mentarieji slėgimai buvo sumuojami ir randama gautos sumos riba, 
neaprėžtai dididant 7. Sumos ribai rasti buvo naudojamasi 1 pa- 
ragrafo (8) ir (9) formulėmis. 

Tačiau būtų klaidinga galvoti, kad, sprendžiant uždavinius šiuo 
būdu, visuomet gaunamos paprastos sumos, kurių formulės is- 
vestos 1 paragrafe; atvirkščiai, — labai dažnai gaunamos daug 
sudėtingesnės sumos. Pailiustruosime tai pavyzdžiu. Pasistengsi- 
me surasti slėgimą į pusskritulio formos skydą (5 pav.), vertika- 
liai panardintą į vandenį taip, kad vandens laisvasis paviršius 
sutampa su pusskritulio skersmeniu. 
2R 


5 pav. 


Prisimine ankstesnius samprotavimus, skyda padalysime 1 
juosteles, kurių plotis LR čia R — pusskritulio spindulys. Ir Cia 


kiekvieną juostelę laikysime stačiakampiu. Ilgį rasime, naudoda- 
miesi Pitagoro teorema: 


L=2 yr - ER EY 
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Siuo atveju juostelés plotas lygus 
2R? z u eeo 
=: V n? — kè, 
o elementarusis slėgimas 
2 R° el aos 
P=- K Vne- k. 


Bendras slégimas apytiksliai lygus šiai sumai: 


COR y 
P = 2 Zr k Vnt- kt, 
k=1 


arba 


o tikslus slėgimo didumas yra šios sumos riba, kai n neaprėž- 
tai didėja. Pastebésime, kad mus domina ne pati suma, o jos ri- 
ba. 

Taigi 


P= 2R3 lim | > k Viš IB]; (15) 
k=1 


simbolis lim Cia ir reiškia ribą. 
Visa problema būtų išspręsta, jeigu galėtume rasti ribą 


lim | I Y ym ka]. (16) 
k=l 
Tačiau dabar dar nemokame rasti tokios ribos, todėl ne- 


galime išspręsti šio uždavinio. Tik toliau, 23 punkte, susipažin- 
sime su (16) ribos skaičiavimo būdu, — tada ji ir išspręsime. 


2. I. Natansonas 17 


$ 3. Darbo, atliekamo išsiurbiant skystį iš 
indo, skaičiavimas 


14. Vandens išsiurbimas iš ritinio formos katilo. Šiame para- 
grafe nagrinėsime kito tipo uždavinius, kurie yra susiję su kita fi- 
zikos sritimi, bet sprendžiami tokiu pat metodu: suskaidant ieš- 
komąjį dydį į neaprėžtai didėjantį skaičių be galo mažėjančių 
dėmenų. 

Kaip tipišką pavyzdį išnagrinėsime šitokį uždavinį. Tarkime, 
kad ritinio formos katilas (6 pav.) pripiltas vandens, kurį reikia 
išsiurbti siurblių. Apskaičiuosi- 
me, koks atliekamas darbas, 
išsiurbiant visą vandenį. 

Prisiminsime, kad darbas, 
atliekamas perkeliant materia- 
lią dalelę, yra lygus dalelę vei- 
kiančios) jėgos ir tos dalelės nu- 
eito kelio sandaugai. Grįždami 
prie uždavinio, pastebėsime, 
kad, norint išsiurbti iš katilo 
vandens dalelę, pakanka ją pa- 
kelti iki katilo krašto, nes toliau 
ji pati išbėgs iš katilo, savo svo- 
rio veikiama. 

Tuo būdu, šį uždavinį Išsprę- 
sime, jei rasime darbą,! kurį reikia atlikti, pakeliant paeiliui vi- 
sas skysčio daleles iki katilo krašto. 

Be to, aišku, kad kiekviena dalelė nueis kelią, lygų jos buvimo 
vietos katile panirimo gyliui. Kadangi, keliant dalelę, reikia nuga- 
lėti jos svorio jėgą, tai vienos dalelės pakėlimo darbas yra lygus jos 
svorio ir gylio sandaugai. Šiame uždavinyje kalbama apie vande- 
nį, kurio specifinis svoris lygus vienetui, todėl dalelės svoris skai- 
tine reikšme yra lygus jos tūriui. Vadinasi, vandens dalelės pakėli- 
mo darbas yra lygus tos dalelės tūrio ir jos buvimo gylio sandaugai. 

„ Katile įvairios skysčio dalelės yra skirtinguose gyliuose, todė I 
negalime rasti darbo, tiesiog pritaikydami pastarąją taisyklę. 


6 pav. 
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Kad vis dėlto galėtume remtis šia taisykle, darysime panašiai, 
kaip ir spręsdami ankstesnio paragrafo uždavinius. Taigi, ritinio 
aukštinę H padalysime į n dalių (6 pav.), kurių kiekvienos ilgis L H, 
ir per dalijimo taškus išvesime plokšiumas, lygiagrečias ritinio 
pagrindams. Šios plokštumos supiaustys visą vandens masę į n 
„elementarių“ sluoksnių. Apytiksliai galima sakyti, kad vieno 
sluoksnio ribose visos skysčio dalelės yra viename gylyje. Todėl, 
naudodamiesi aukščiau nurodyta taisykle, galimez nustatyti 
vieno sluoksnio pakėlimo darbą. 

Atskiras sluoksnis yra ritinys, kurio spindulys R (čia R — 


katilo spindulys), o aukštinė LH, todėl jo tūris yra lygus 
Re Y ; 
n 


Jeigu kalbame apie k-3jį sluoksnį iš viršaus, tai, aiškų, šis 
sluoksnis yra gylyje 2 H, todėl „elementarusis“ k-ojo sluoksnio 
pakėlimo darbas 


. k 
lyr TRH*= i 


Si lygybė tėra apytikslė, nes iš tikrųjų netgi vieno sluoksnio 
ribose atskiros dalelės yra ne visai vienoduose gyliuose. 

Kadangi visas darbas T randamas, sudedant ,,elementario- 
sius“ darbus, tal 


T= Y RRKT f 
k=1 
arba 


| 1 n 
T = TRH? y k. 


k=l 


Remdamiesi (8) formule, gausime: 


i 1. n(n+l) 
T = TRIB? nz dd J , 


E 19 


arba 


T= ES (1 + z) (17) 


Lengva pastebėti, kad, didinant skaičių 7, ši apytikslė lygybė 
darosi vis tikslesnė. Todėl tikslią darbo išraišką gausime, suradę 
(17) lygybės dešinės pusės ribą, kai n neaprėžtai didėja. 


Ši riba, aišku, randama, tiesiog atmetant trupmena L, taigi 


galutinai gauname: 


< TRH’ 
= y 


Pasinaudoję ritinio tūrio išraiška V =r R?H, rastąjį dydį galime 
šitaip užrašyti: 


Kitaip sakant, mus dominantis darbas yra lygus tam darbui, 
kurį reikia atlikti, pakeliant visą katilą per pusę jo aukščio. 


Pastaba. Pastarąją išvadą galima gauti be jokių skaičiavimų, šitaip pa- 
prastai samprotaujant. Visiškai aišku, kad darbas, iškeliant vidurinį (t. y. esan- 


ti gylyje gH) elementarųjį sluoksnį, yra lygus to sluoksnio tūriui, padaugin- 


| 
tam iš p H. Kiekviena elementarųjį sluoksnį, nesutampantį su viduriniu, 


galima „suporuoti“ su kitu tokio pat tūrio sluoksniu, esančiu tokiame pat 
atstume nuo vidurinio sluoksnio, bet iš kitos pusės. Jeigu abiejų šių sluoksnių 


atstumas nuo vidurinio lygus d, tai vieną iš jų reikės kelti į aukštį g H+d, 


l 
o kita — į aukštį 2 H — d. Todėl, jeigu kiekvieno iš šių sluoksnių tūris V, 
tai, juos iškeliant iš katilo, atliktų darbų suma 


de H+d) +V(5 H-d)= VE. 


Vadinasi, darbas, atliktas iškeliant tokią porą, nepasikeis, jeigu abu šiuos 


1 
sluoksnius perkelsime į > H gylį. Kitaip sakant, galima laikyti, kad visas van- 
1 
duo yra y H gylyje, taigi formulė 
l 
T-5 VH 
visiškai aiški. 
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15. Vandens išsiurbimas iš piltuvo. Kaip antrą pavyzdį 
išnagrinėsime analogišką uždavinį: rasime darbą, kurį reikia 
atlikti, išsiurbiant vandenį iš kūginio piltuvo (7 pav.). 


7 pav. 


pul 


G IPR 
ATT DA 


Kaip;ir anksčiau, visą vandens masę padalysime į n sluoksnių, 
kurių kiekvieno storis Lg Elementarusis darbas lygus sluoksnio 


gyliui, padaugintam iš jo tūrio. Šis tūris yra nupiautinio kūgio 
tūris. Tačiau jį lengviau apskaičiuoti, laikant sluoksnį ritininiu. 
Aišku, tai ne visai tikslu, bet taip paprasčiau apskaičiuoti. Analo- 
giškai, kaip jau buvo išdėstyta 11 punkte, įsitikinsime, kad, didė- 
jant skaičiui n, paklaida, gaunama dėl šios netiksliosios prielaidos 
išnyksta. Vadinasi, toks sprendimo būdas tikrai pranašesnis. 

Pažymėję k-ojo iš viršaus sluoksnio spindulį raide rą, rasime 
kad jo tūris yra 


] 
nr? su H. 
n 


Kadangi šis sluoksnis yra gylyje k H, tai elementarusis darbas 
T; mii Ž. 


Į šią išraišką įeina dydis r,; šį dydį išreikšime kūgio elementais 
Iš trikampių panašumo turime: 


ri: R=|H- -H):H, 
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k 
FP] = (1 r 2 R. 
Įrašome šitai į elementaraus darbo išraišką ir gauname: 
3 
T= RH" (1 — =) n 
n PE 


Visas mus dominantis darbas yra lygus rastų elementariųjų 
darbų sumai, t. V. 


Ta y "RH (1 -y 


k=! 
arba 


| | - 2 á 1 - 
T= Run |- 2 k-45 > K+ 2 a 
k=! k=1 km! 
Pasinaudoję (8), (9) ir (10) formulėmis, rastą išraišką užrašy- 
sime šitaip: 


T = RB | 5 (1+1)-5 (1+ 7) (2+5)+4 (1+ 7). 


Ši išraiška yra apytikslė, nes ir sluoksniai ne ritininiai, ir kiek- 
vieno sluoksnio atskirų taškų gyliai skirtingi. Tačiau, neaprėžtai 
didindami n ir imdami dešinės pusės ribą, rasime tikslią darbo 
reikšmę 


ir galutinai 


Prismine*, kad kūgio tūris yra lygus 
V = 5 TRH, 
gautą darbą galėsime užrašyti šitaip: 
T- V. Ž. 
4) Ši formulė, tarp kitko, įrodoma 18 punkte. 


22 


Matome, kad jis yra lygus darbui, reikalingam pakelti piltuva 
per Ž jo aukščio, 

16. Vandens išsiurbimas iš pusrutulio. Išspręsime dar vieną 
šio tipo uždavinį: rasime darbą, kurį reikia atlikti, išsiurbiant 
vandenį iš pusrutulio formos indo (8 pav.). 


+ "LB 
PI TO 


O ren a 


Kaip ir anksčiau, visą vandens masę suskirstysime į n horizon- 
talių sluoksnių, kurių kiekvieno storis L R. 

Žiūrėdami į kiekvieną tokį sluoksnį kaip į ritinį, kurio spin- 
dulys r, (jeigu kalbame apie k-ąjį sluoksnį), rasime, kad jo tūris 
yra 


> l 
V. = TF fe Ž R, 
vadinasi, elementarusis darbas šitoks: 
T, = nr? LA Rè. 
Dabar k-ojo sluoksnio spindulį r, išreikšime rutulio spinduliu 


R. Kaip lengva pastebėti iš brėžinio, šiam tikslui galima pasinau- 
doti Pitagoro teorema; gausime: 


r= R?— E R). 
Iš čia 


T, = 7R’ (1 =] Ea 
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Sumuodami visus elementariuosius darbus, rasime visa darba 


arba 


iš Cia, remiantis 1 paragrafo formule, 


ide. LA 


2 4 
T=aTR E D) r 4 


arba 
i l l ] ] 12 
Iš šios apytikslės darbo išraiškos gausime tikslią, jeigu atme- 
sime E = 
n 
— pp 3-1) 
T=wHR (5 q) 
ir galutinai 
T= + nR*. 
17. Vandens išsiurbimas iš geldos. Baigdami šį paragrafą, 
išnagrinėsime uždavinį, kaip randamas darbas, kurį reikia atlik- 
ti, išsiurbiant vandenį iš geldos, t. y. iš pusrutulio formos indo 


(9 pav.). 


9 pav. 


s <S S 
~ 4 


s 
r 
f 


-eavvupa revs voo pevn nnannnnnn 


y h__ 4 
xor 
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Pasinaudosime tuo pačiu suskirstymo į be galo mažus dėmenis 
metodu — visą vandens masę padalysime į n siaurų horizontalių 
sluoksnių, kurie bus stačiakampių plokštelių formos (9 pav.). 
Vienos tokios plokštelės tūris 


„A 
čia /, pažymėtas jos plotis. Plotis /, yra apskritimo styga, kurios 
atstumas nuo centro lygus + R, todėl pagal Pitagoro teoremą 
n=2 r- (E R), 
taigi plytelės tūris 
V, = 2R*H VR, 
Iš čia elementarusis išsiurbimo darbas 
T, = 2RSH E V MK, 


o visas darbas 


T= Y 2H E VR, 
k=1 


arba 


; 3 l : pk? 
T=2RH -r » kV m-k, (18) 
k=1 
Rastoji išraiška yra tik apytikslė. Norint rasti tikslią darbo 
reikšmę, reikia neaprėžtai didinti n ir rasti (18) lygybės dešinės pu- 
sės ribą 
E l BTE 
T= 2R3H -lim E 2 kV Re). (19) 
k=| 
Tuo búdu, viskas suvedama 1 ribos 


im [ L; Ž k VAT) (20) 
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radima, kai n neaprėžtai didėja. Peržvelgę iš naujo 13 punktą, 
matome, kad ši riba sutampa su (16) riba. Mes dar nemokame ras- 
ti šios ribos, todėl negalime išspręsti iki galo dviejų skirtingų 
fizikinių problemų. Kaip jau buvo nurodyta 13 punkte, (20) ribą 
rasime dar toliau — 23 punkte, ir tada jau išspręsime abu uždavi- 
nius. 


$ 4. Tūrio radimas 


18. Kūgio tūris. Tie patys metodai, kuriuos taikéme anks- 
tesniuose uždaviniuose, plačiai naudojami ir daugeliui kitokių 
geometrijos uždavinių spręsti. Šiame paragrafe parodysime, kaip 
tokiais metodais randami įvairių kūnų tūriai*). 

Pirmasis uždavinys — rasti kūgio tūrį. Kad jį iSsprestume, 
kūgio aukštinę padalysime į n dalių (10 pav.), kurių kiekvienos ilgis 


2 H, ir per dalijimo taškus išvesime plokštumas, lygiagrečias 


kūgio pagrindui. Šios plokštumos visą kūgį padalys į n sluoksnių. 
Apytiksliai kiekvieną sluoksnį laikysime ritiniu (nors iš tikrųjų jis 


IÓ pav. 


darian rr TI 


*) Kadangi mus daugiausia domina tik patys skaičiavimai, tai neapsistosi- 
me prie tikslaus tūrio sąvokos apibrėžimo. Norint tiksliai ją apibrėžti, būtina 
taip pat naudotis ribos sąvoka. 
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yra nupiautinis kūgis). Aišku, tai netikslu, bet kai n yra didelis, 
paklaida beveik nepastebima. 
Pažymėsime k-ojo iš viršaus elementariojo ritinio spindulį r,; 
tada šio ritinio tūris 
H 
V, = nr? 2 


Iš trikampių panašumo turime: 
iš Čia 


ir elementariojo tūrio išraišką gauname šitokią: 
k2 
V. = TR? H pra z 


Visas tūris 


arba 


Remiantis (9) formule, šitai lygu 


n(n+ 1) (2n+ 1) 
V =r H ST * 


arba 
V= rR? H (ves) Pra, . (21) 


Ši tūrio reikšmė tik apytikslė, nes, kaip jau minėjome, atskiri 
sluoksniai iš tikrųjų nėra ritiniai. Tačiau kuo didesnis skaičius », 
tuo tikslesnė rastoji išraiška. Taigi tikroji V reikšmė yra (21) 
lygybės dešinės pusės riba, kai n neaprėžtai didėja. Ši riba, aišku, 


gaunama iš (21), atmetus trupmeną L i 
V=-nR*H- 12 f 
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ir galutinai 
] 
3 
Tuo būdu, kūgio tūris yra lygus jo pagrindo ploto ir aukštinės 
sandaugos trečdaliui. 
19. Piramidės tūris. Panašiai samprotaudami, rasime pirami- 
dės tūrį. Išnagrinėsime piramidę (11 pav.), kurios aukštinė H, 


V= TRH. 


li pav. 


o pagrindo plotas F. Padalije aukštinę į n lygių dalių ir per dalijimo 
taškus išvedę plokštumas, lygiagrečias pagrindui, piramidę pada- 


lysime į n prizminių plokštelių, kurių kiekvienos aukštis i 


(griežtai kalbant, šios plokštelės yra ne prizmių, o nupiautinių pi- 
ramidžių formos, bet, kaip ir anksčiau, jas apytiksliai laikysim 
prizminėmis). 

Jeigu k-osios iš viršaus plokštelės plotas yra F,, tai lengva 
pastebėti, kad teisinga proporcija 


iš čia 
k2 
Fs — nê F, 
todėl vienos plytelės tūris 
H æ 
Vi=F,: ~ w FH. 
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Visos piramidės tūris yra lygus elementariųjų tūrių sumai: 


arba, remiantis (9) formule, 
V = == (1 +) (2+4) 


Neaprėžtai didindami n ir imdami dešinės pusės ribą, rasime tiks- 


lia lygybę 
l 


V=5 


FH. 
Vadinasi, kaip ir kūgio tūris, piramidės tūris yra lygus jos pagrin- 
do ploto ir aukštinės sandaugos trečdaliui. 

20. Rutulio tūris. Dabar rasime rutulio tūrį. Suprantama, 
šiam uždaviniui išspręsti užtenka išnagrinėti pusrutulį ir gautą 
rezultatą padvigubinti. Padalysime pusrutulį (12 pav.) plokštu- 


k es „1 WET 
momis į n sluoksnių, kurių kiekvieno storis 2 R, ir šiuos sluoks- 


nius laikysime ritiniais. Jeigu k-ojo sluoksnio spindulys yra r, 
tai jo tūris, kaip ritinio tūris, lygus 


2 2 R ė 
V, = Tr; > 
Iš Pitagoro teoremos gauname 


2 
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todėl elementariojo tūrio išraiška 


Viso pusrutulio tūris V* lygus visų V, sumai: 
n 


V*TR D LM A ke]: 


Pritaikę pirmajame paragrafe duotas formules, randame: 


REEE Y lt) (+) 


Šio reiškinio riba, kai n neaprėžtai didėja, yra tikslus pusrutu- 
lio tūris: 


9 
V*= 2 nR. 
3 
Vadinasi, viso rutulio tūris 
l 4 
A 3 
V = 3 TR 


21. Dviejų ritinių bendros dalies tūris. Dabar spresime sudė- 
tingesnį uždavinį. Išnagrinėsime du vienodo spindulio ritinius, 
kurių ašys susikerta stačiu kampu (13 pav.). Reikia rasti kūno, 
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kuris yra abiejų ritinių bendra dalis, tūrį. Šis uždavinys sunkus to- 
dėl, kad nagrinėjamasis kūnas yra sudėtingas, sunku jį įsivaiz- 
duoti. Tačiau galima šį uždavinį išspręsti ir neįsivaizduojant viso 
kūno. 

Tam tikslui įsivaizduosime plokštumą, kuri eina per abiejų 
ritinių ašis; pavadinsime ją „ašine“ plokštuma. Ši plokštuma 
(laikysime, kad ji sutampa su brėžinio plokštuma) dalija kūną 
į dvi lygias dalis: „priekinę“ ir „užpakalinę“. Abi šios dalys, 
suprantama, vienodos, todėl išnagrinėsime vieną iš jų, pavyzdžiui, 
priekinę. 

Įsivaizduosime kokią nors plokštumą, lygiagrečią ašinei. 
Kiekvieną ritinį ji kirs tam tikra juosta, be to, abiejų ritinių kirti- 
mo juostos bus vienodo pločio. Todėl nagrinėjamojo kūno susi- 
kirtimas su šia plokštuma yra kvadratas. 

Tai nustačius, jau lengva išspręsti uždavinį. Būtent, iš taško, 
kuriame susikerta ritinių ašys, iškelsime statmenį į ašinę plokštu- 
mą. Jo atkarpos, esančios mus dominančio kūno priekinėje da- 
lyje, ilgis lygus R. Šią atkarpą padalysime į n dalių ir per dalijimo 
taškus išvesime plokštumas, lygiagrečias asinei. Plokštumos pada- 
lys nagrinėjamo kūno priekinę dalį į n kvadratinių plokštelių, 


i ; 2 „ 1 
kurių kiekvienos storis — R. 


Kaip matyti iš 14 paveikslo, kuriame nagrinėjamasis kūnas 
atvaizduotas iš viršaus, k-ojo kvadrato kraštinė lygi 


Ea) 


14 pav. 
Er 


ACE GASCA TSEVCCESIR « 


todél jo plotas 
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o k-osios plokštelės plotas 


Vol =4R (1 5) L. 


ij n 


Visos priekinės kūno dalies tūris V* yra visų V, suma, t. y. 


i nj n 
iš čia 
y*= 4R? S => S ke}, 
k=1 k=1 
arba 
paar (ez) e] 


Ši apytikslė lygybė virsta tikslia, kai n neaprėžtai didėja. 
Tuo būdu, priekinės kūno dalies tūris 


8 
yV * = ò 
772 3 R o 
Visas tūris V randamas, padvigubinus šį skaičių, t. y. 
< po 
em, 3 R * 


Vadinasi, uždavinys išspręstas. Įdomu tai, kad tūrio išraiškoje 
negavome jokio iracionalaus reiškinio, nors šis kūnas gana su, 
dėtingos formos. 

22. Ritinio nuopiovos tūris. Išnagrinėsime vadinamąją „„ri- 
tinio nuopiovą“ — kūną, kurį nuo ritinio atkerta plok3tuma- 
einanti per jo pagrindo skersmenį (15 pav.). Sakysime (laikomės 
brėžinio žymėjimų), AB=H, OA= R. Išreikšime nuopiovos tūrį 
dydžiais H ir R. 

Tam tikslui spindulį OK padalysime į n dalių ir per dalijimo 
taškus išvesime plokštumas, lygiagrečias trikampio O AB plokš- 
tumai. Šios plokštumos padalys vieną ritinio nuopiovos pusę 


in trikampių plokštelių, kurių kiekvienos storis R. Viena tokia 
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plokštelė O,4,B, atvaizduota paveiksle. Rasime k-osios plokš- 
telės tūrį, laikydami ja prizmine. 
Sakykime, kad būtent 0,4,B, ir yra k-oji plokštelė, t. y. 


00, = ER 


15 pav. 


IS Pitagoro teoremos lengvai randame, kad 
0,4,=V 04- 00?, 
arba, išreiškus spinduliu R, 
P, ke 
0,4,= R | 1-5. 
Iš trikampių OAB ir O,A,B, panašumo turime: 


A,B, : AB=0,A;, : OA, 
arba 


iš čia 


Trikampio O, A, B; plotas yra lygus 5 O,A,- A,B,, arba 
1 ko 
z RH (I - =). 
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k-osios plokštelės tūrį gausime, padaugine šį plotą iš plokš- 
telės storio, t. y. iš L R. Vadinasi, elementarusis tūris 
E l 2 1 k 
Py yk H(5- m ) l 


o pusės nuopiovos visas tūris 


k=1 k=1 
arba 
| 
mojon AE] 


Šio reiškinio riba yra tikslus pusės nuopiovos tūris: 
v*- LRA. 
3 
Taigi visos nuopiovos tūris 


2 


16 pav. 


23. Kitas sprendimo būdas. Pabandysime išspręsti šį uždavinį 
kitu būdu. Būtent, spindulį OA padalysime į n dalių (16 pav.) 
ir per dalijimo taškus išvesime plokštumas, statmenas šiam spin- 
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duliui. Jos padalys visą ritinio nuopiova į n stačiakampių plokšte- 
lių (vieną jų matome užbrūkšniuotą brėžinyje). 
Išreikšime k-osios plokštelės tūrį (laikome, kad plokštelės 


prizminės). Kiekvienos jų storis lygus + R, taigi tereikia rasti 


atskiros plokštelės plotą. 
Laikydami, kad subrūkšniuota plokštelė ir yra k-oji, turėsime: 


Tuomet pagal Pitagoro teoremą styga MN lygi: 
— r 
MN =2 |/ R-Ë R. 
Iš trikampių OPỌ ir OAB panašumo turime 
PO : OP=AB : OA, 
arba 
k 
PO E m R=H: R, 
taigi, 
PO=% H 
=- H. 
Stačiakampio plotas yra lygus PO + MN, arba 
k k? 
2RHÉ 1-5. 
Vadinasi, elementarusis tūris 


V, = 2R8H- 5 VER, 


o visas tūris lygus jų sumai: 


LOL vaa 
V=2RH:5 > kYnm-0. 


k=l 
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Tačiau ši lygybė tik apytikslė; tikslią tūrio išraišką gausime, 
jeigu dešinę lygybės pusę pakeisime jos riba, kai n neaprėžtai di- 
dėja: 


V=2RH-lim | -= ) kV]. (23) 
k=l 
Štai jau trečią kartą susiduriame su riba 
n 
lim |- 2 kVn- Š]. 
k=l 


Nežinome, kokiomis skaičiavimo operacijomis galima rasti 
tokią ribą, vadinasi, išspręsti uždavinio šiuo būdu negalime. Tačiau 
galime padaryti atvirkščiai: sugretinę (22) ir (23) išraiškas, nusta- 
tyti mus dominančios ribos dydį. Būtent, suprastinę iš 2R?H, iš 
karto gauname, kad 


lim | => A E (24) 


Taigi, pagaliau, gavome šią ribą. 
Grišime prie 13 punkto, įrašysime rastąją ribą į (15) lygybę — 
ir iš karto gausime ieškomąjį slėgimą: 


RA 
P= > K. 


Lygiai taip pat, įrašę šią ribą į 17 punkto (19) lygybę, rasime 
1eškomąjį darbą: 


T= s RH. 


24. Bendros pastabos. Visi anksčiau pateikti uždaviniai buvo 
sprendžiami iš esmės tuo pačiu metodu: ieškomasis dydis buvo iš- 
reiškiamas kaip suma, sudaryta iš didelio skaičiaus visai mažų 
tos pačios prigimties dėmenų. Sie maži, „„elementarieji“, dėmenys 
buvo skaičiuojami apytiksliai, bet taip, kad, didinant dėmenų 
skaičių, jų išraiškos tikslumas didėtų. Tada, sumuojant rastas 
elementariųjų dėmenų išraiškas, gaunamas visas mus dominantis 
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dydis. Taip gauta ieškomojo dydžio išraiška nėra tiksli; norint 
gauti tikslią išraišką, reikia ieškoti rastosios sumos ribos, neaprėž- 
tai mažinant elementariuosius dėmenis. 

Trumpai tariant, šio metodo esmė yra tai, kad ieškomasis 
dydis išreiškiamas neaprėžtai didėjančio skaičiaus neaprėžiai ma- 
žėjančių dėmenų sumos riba, arba, kaip paprastai sakoma, be galo 
didelio skaičiaus nykstamai mažų dėmenų suma. 

Pastarasis metodas — vienas iš svarbiausių aukštosios mate- 
matikos metodų; jis nagrinėjamas matematikos skyriuje, vadina- 
mame integraliniu skaičiavimu. Šiame skyriuje ir mokoma rasti 
neaprėžtai didėjančio skaičiaus neaprėžtai mažėjančių dėmenų 
sumų ribas. Tokios ribos vadinamos integralais. Tuo būdu, gali- 
ma sakyti, kad, sprendžiant ankstesniųjų paragrafų uždavinius, 
kiekviename iš jų teko apskaičiuoti vienokį ar kitokį integralą. 

Visos nagrinėtosios sumos buvo labai paprastos, būtent, 
vieno iš šių trijų pavidalų: 


Ieškodami kiekvienos iš šių sumų, rėmėmės atitinkama pir- 
mojo paragrafo formule. Kai susidurėme su sudėtingesnio pavi- 
dalo suma 


> Y kV- , 
k=1 

jos ribą radome tik dirbtiniu keliu. Taigi, jei nebūtume sugalvoję 
išspręsti 22 punkto uždavinį dviem būdais, nebūtume radę šios 
ribos ir nebūtume išsprendę 13 ir 17 punkto uždavinių. Integrali- 
niame skaičiavime dėstomi bendri būdai netgi labai sudėtingų 
sumų riboms rasti, todėl panašaus tipo uždavinių sprendimas 
visai palengvėja, tartum ,,mechanizuojamas“, 

Ne iš karto matematikoje buvo rasti šie bendrieji būdai, — 
tai buvo daugelio kartų kolektyvinis darbas. Šiuo metu naudo- 
jamus integralinio skaičiavimo būdus sukūrė Leibnicas (1646 — 
1716) ir Niutonas (1642 — 1727), bet pati idėja išdėstyti kurį nors 
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dydį neaprėžtai didėjančiu skaičiumi nykstamai mažų dėmenų 
buvo žinoma daug seniau. Tiksliau kalbant, ja naudojosi jau seno- 
vės Graikijos matematikai. Štai, Archimedas (287 —222 pr. m. e.) 
žinojo rutulio, kūgio, jų dalių ir net „ritinio nuopiovos“ tūrius. 

Viduramžiais mokslinė mintis buvo smarkiai smukusi, ir tik 
XVI amžiaus pradžioje vėl pradėjo vystytis gamtos mokslai, 
tame tarpe ir matematika. Pradžioje mokslininkai tik vėl iš naujo 
atradinėjo antikinės senovės rezultatus, bet po to palaipsniui jau 
žengė toliau už graikus. Tai galima pasakyti ir apie mus dominantį 
nykstamai mažėjančių dydžių sumavimo metodą. Jį smarkiai pa- 
tobulino Kepleris savo veikale „Vyno statinių stereometrija“ 
(1615) ir Kavaljeris ,,Nedalomųjų geometrija“ (1635). 

Tačiau abu šie autoriai nežinojo bendrų būdų, kaip rasti sumų 
arba integralų ribas. Vadinasi, šioje knygelėje išdėstytoji medžia- 
ga savo pobūdžiu artima būtent Keplerio ir Kavaljerio darbams 
(tik išdėstyta visai kitokia forma). 

Vėliau palaipsniui buvo rasti vis bendresni integralų skaičia- 
vimo būdai ir, kaip jau buvo minėta, bendriausią integralinį skai- 
čiavimą sukūrė Leibnicas ir Niutonas (pats terminas „integralas“ 
buvo įvestas Leibnico mokyklos 1690 metais). 

25. Kavaljerio principas. Nemokėdamas rasti sudėtingų sumų 
ribų, Kavaljeris atrado naudingą principą, kuris daugelyje atve- 
jų padėjo išvengti šių sumų skaičiavimo. Šis principas formuluo- 
jamas šitaip. 

Jeigu du kūnai, esantys tarp lygiagrečių plokštumų P ir O 
(17 pav.), turi tą savybę, kad, juos perkirtus bet kuria plokštuma 
R, lygiagrečia P ir O, visuomet gaunamos vienodo ploto figūros 
tai šių kūnų tūriai yra lygūs. 

Norėdami įrodyti šį principą, išvesime plokštumas, lygiagre- 
čias P ir O. Jei šių plokštumų skaičius bus n—1, tai jos padalys 
abu kūnus į n plokštelių. 

Jeigu apytiksliai laikysime, kad šios plokštelės yra ritinių arba 
prizmių formos, tai jų tūriai bus vienodi (nes vienodi pagrindų 
plotai ir vienodos aukštinės). Taigi ir pradinių kūnų tūriai vienodi, 
nes jie gaunami, sumuojant plokštelių tūrius. Šitaip išvesta tū- 
rių lygybė yra apytikslė, bet, didinant n, ją galima gauti kokio nori- 
ma tikslumo, o tai jau įtikina, kad ji visai tiksli. 
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17 pav. 


Lengva įrodyti ir šio principo apibendrinimą: jeigu abie- 
jų kūnų piūviuose gaunamos figūros, kurių plotų santykiai yra 
vienodi, tai toks pat yra ir kūnų tūrių santykis. Nesunku nusta- 
tyti panašų principą ir plotams: 

Jeigu dvi plokščios figūros I 
ir II, esančios tarp lygiagrečių 
tiesių p ir q (18 pav.), turi tą sa- 
vybe, kad, jas perkirtus bet kuria 
tiese r, lygiagrečia p ir g, gau- 
namos vienodo ilgio atkarpos, tai 
šių figūrų plotai yra lygūs. 

Jeigu atkarpų a,b, ir a,b, san- 
tykis yra lygus skaičiui k nepri- 
klausomai nuo tiesės 7 padėties, 
tai ir 7 figūros ploto santykis 
su II figūros plotu lygus k. 


Sie teiginiai įrodomi pagal tą pačią schemą, kaip 
ir tūrių lygybė. Paliekama tai atlikti patiems skaityto- 
jams. 


S 5. Parabolė ir elipsė 


26. Parabolės ribojamas plotas. Išnagrinėsime liniją, kurios 
lygtis stačiakampių koordinačių sistemoje yra 

y=ax?, (25) 

Si linija vadinama parabole; ji yra tokio pavidalo, kaip at- 


vaizduota 19 paveiksle (laikome, kad a>0). Pasirinksime bet ku- 
ri parabolės tašką M ir nuleisime statmenį MP į ašį Ox. 


19 pav. 


Išspręsime šitokį uždavinį: nustatysime kreivinio trikampio 
OMP plotą F. 

Tam tikslui atkarpą OP padalysime į n lygių dalių ir 13 dali- 
jimo taškų iškelsime statmenis iki susikirtimo su parabole. Šie 
statmenys padalys ieškomąjį plotą į » siaurų vertikalių juostelių. 
Apytiksliai šias elementarias juosteles laikysime stačiakampiais 
ir apskaičiuosime jų plotus 

Visą atkarpos OP ilgį pažymėsime raide / ir išnagrinėsime 


k-aja juostelę. Jos plotis yra > Į. Aukšti rasime, šitaip galvodami: 
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viršutinis juostelės kraštas yra ant parabolės, todėl jos aukštis 
yra lygus atitinkamo parabolės taško ordinatei. To taško abs- 


cisė yra juostelės atstumas nuo ašies Oy, lygus S], Tuo būdų, 


remiantis (25) lygtimi, juostelės aukštis lygus 


Iš čia juostelės plotas 
k? 
3 


al? an 


o viso trikampio OMP plotas yra suma 


F =- > ap E 
k=l 


arba 


k 
] 
Fal- 2 k?, 
k=l 


arba, pagaliau, 
post (14 (26). 


Norint iš čia gauti tikslią lygybę, reikia neaprėžtai didinti 
n. Riboje gausime 
al’ 


F=-=32. 


Si rezultatą galima labai paprastai suformuluoti geometriš- 
kai. Būtent, išnagrinėsime stačiakampį OOMP. Jo plotas, aiš- 
ku, lygus OP-PM. Bet OP=/, o PM yra ordinatė taško M, 
kurio abscisė /. Taigi, iš parabolės lygties išplaukia, kad 
PM=al?, 

Todėl stačiakampio OOMP plotas yra al. Vadinasi, trikam- 
pio OMP plotas yra lygus trečdaliu: stačiakampio OOMP ploto. 
Iš čia trikampio OOM plotas lygus dviem trečdaliams paties 
stačiakampio ploto. 

Šiuos įdomius rezultatus pirmasis gavo Archimedas. 
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Bet kurios figūros plotas kartais vadinamas jos kvadratūra. 
Tuo būdu, mes gavome parabolės ribojamo kreivinio trikam- 
pio kvadratūrą. 

27. Sukimosi paraboloido tūris. Tarkime, kad anksčiau išnagri- 
nėtoji parabolė sukasi apie ašį Oy (20 pav.). Tokiu būdu gautas 
paviršius vadinamas sukimosi paraboloidu. Išvesime plokštumą A, 
lygiagrečią ašiai Oy, ir nustatysime tūrį kūno, apriboto parabo- 
loido ir šios plokštumos. 


20 pav. 


Tam tikslui atkarpa*? OO padalysime į n lygių dalių ir per 
dalijimo taškus išvesime plokštumas , lygiagrečias plokštumai A 
Šios plokštumos padalys mus dominantį kūną į » sluoksnių, ku- 
rių kiekvieną apytiksliai laikysime ritiniu. Jeigu atstumą OP vėl 
pažymėsime 1, tai, kaip ir anksčiau, rasime, kad OQ =al?. Vadi- 


e . e . „e . Y y? | 
nasi, kiekvieno elementaraus ritinio aukštis yra = al. 


k-ojo ritinio spindulį rasime, samprotaudami šitaip: šis spin- 
dulys r,= NT, aišku, yra parabolės taško N abscisė. Kadangi šio 
taško ordinatė yra 


k k 
2 sa 
= 00 = ali, 
tai iš parabolės lygties randame, kad 
E al = ar: 
n 
*) Laikomės 20 paveikslo žymėjimų. 
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iš Čia 

9 Ko 
r =- È, 
k di 


k-ojo ritinio pagrindo plotas yra 
k 
Už r. = rl? Pa . 
Iš čia elementarusis tūris 
k 
Var ~z. 
Vadinasi, visas ieškomasis tūris V 
n 
V=arl’. "I k. 
k=l 
Atlikę paprastus skaičiavimus, rasime: 
4 ] 
V =axl 5 (T E 
n 
Neaprėžtai didindami n, gausime tikslią sukimosi paraboloi- 
do tūrio reikšmę 
=> Tal 
Palyginsime šį tūrį su ritinio, kurio spindulys R= OP ir aukš- 
tine H=00, tūriu. Pastarasis tūris lygus 
nR2H=T(OP)*-00 =—7l*-al* = nalt. 


Tuo būdu įrodėme Archimedo teoremą: 

Sukimosi paraboloido tūris yra lygus ritinio, turinčio tokį pat 
pagrindą ir tokią pat aukštinę, tūrio pusei. 

28. Elipsė ir jos ribojamas plotas. Išnagrinėsime labai svarbią 
kreivę, vadinamą elipse. Ji apibrėžiama šitaip: elipsė yra suspaus- 
tas apskritimas. Paaiškinsime šį apibrėžimą. 

Imsime spindulio a apskritimą. Tarkime, kad jis yra ploks- 
tumoje, kurioje nubrėžta stačiakampė koordinačių sistema, 
ir jo centras sutampa su koordinačių pradžia (21 pav.). 
Dabar sakysime, kad visų apskritimo taškų M“ ordinatės KM' 
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suspaudžiamos (sutrumpinamos) tiek pat (g) kartų; č'a suspau- 
dimo koeficientas g< 1 


KM :KM'=q. 


21 pav. 


Po tokios sutrumpinimo operacijos iš apskritimo AB'A,Bį 
gaunama kitokia kreivė, vadinama elipse. Išvesime elipsės lygtį. 
Jeigu elipsės taško M koordinates pažymėsime raidėmis x ir y, 
tai pagal elipsės apibrėžimą rasime: 

y=q:KM”, 
Tačiau pagal Pitagoro teoremą 
KM'=V(0M'Y? -(OK3= Va? — x°, 
todėl 
y=q V- æ. 
Jeigu atkarpą OB pažymėsime b, tai iš elipsės apibrėžimo 


turėsime 
b : a=0B : OB' =4, 
todėl 


ir elipsės lygti gausime tokio pavidalo: 


b LŽ 
PA Va- x*: 
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iš Cia 


y l 
p= a A), 
arba 
xi L 
ati 


Tai—vadinamoji ,,kanoninė“, arba ,,paprasčiausia“, elipsės 
lygtis. 
Rasime elipse apribotos figūros plotą. Pasinaudoję pastaba 
apie Kavaljerio principo pritaikymą plotams (25 punkto pabai- 
goje), iš karto galime pasakyti, kad elipsinės figūros ploto ir skri- 
tulio ploto santykis yra lygus suspaudimo koeficientu q. Pažy - 
mėję elipsinės figūros plotą F, turėsime: 
F : na?=q, 

arba 
F=qra?. 

Įrašę čia reikšmę g=2. „ galutinai rasime, kad 
F= Tab. 


X 22 pav. 


Y 
A 


Pasinaudoję Kavaljerio principu, taip pat lengvai rasime 
sukimosi elipsoido tūrį. Sukimosi elipsoidas —tai kūnas, kurį 
sudaro elipsė, besisukdama apie savo ašį (22 paveiksle — apie 
ašį Ox). 
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Būtent, kertant elipsoidą ir spindulio Ox rutulį plokštumomis, 
statmenomis ašiai Ox, gaunami skrituliai, kurių spindulių santv- 
kis lygus g. Taigi, jų plotų santykis lygus gž. Pagal Kavaljerio 
principą toks pat yra ir tūrių santykis. Vadinasi, 


2 epp D 
Viy ra=q =I., 


todėl 


$ 6. Sinusoidé 


29. Apie vieną trizonometrinę suma. Tolesniam dėstymui rel- 
kės Žinoti šitokią sumą: 


n 
S= > sin ka = sin « +sin2a+... +sin Aa; (26) 
k=1 


čia a—bet koks apibrėžtas kampas. 
Norėdami rasti šią sumą, abi (26) lygybės puses padauginsi- 


š 4 o 
me iš 2 sin >: 


25 sin >=2sina sin z +2 sin 2x sin zte + 2 sinna sin 5 


ir kiekvienam dešinės pusės dėmeniui pritaikysime žinomą formu- 


le 2 sind sinB=cos(A —B)—cos(A +B). Tada 


25 sin 5 = [cos 5 — COS > a + [cos > x= cos > alt... -+ 


2n— 1 2n+1 
+ [cos z *— CoS =p al . 
Lengva matyti, kad kiekvienuose skliaustuose (išskyrus pasku- 
tinius) antrasis dėmuo suprastinamas su sekančių skliaustų pir- 
muoju démeniu. Tuo būdu, 


: l 
25 sin y = COS y —C08 zo o. (27) 
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Pritaike Zinoma formule 


cos A—cos B =? sin 27A sin AB, 
(27) lygybę užrašysime šitaip: 
M ou AE (n+l)a | 
25 sin 5-2 sin > sin 5; 
Iš čia 
. na . (n+lja 
sın 5 sin S 
S = z 
sin El 
Taigi, 
x na . (n+la 
sin —>z— sin TT 
S sinka=s —Ž——— 2 (28) 
k=l sin 2 


Šią formulę ir norėjome surasti. 

30. Pagalbinė nelygybė. Pažymėsime raide « bet kurį kampą”, 
T 

p . 

Tokiu atveju galioja šitokia dviguba nelygybė: 


kuris tenkina sąlygą O<a< 


tga > « > sina. (29) 

Norėdami įrodyti šį teiginį, išnagrinėsime 23 paveikslą. Šiame 
paveiksle matome, kad visas trikampis OCA yra išpiovoje OCA, 
kuri savo ruožtu visa yra trikampyje B 
OAB. Iš čia išplaukia, kad šių figūrų 
plotams galioja nelygybės: 

plot. \AOAB > plot.isp. OCA > 

> plot. NOCA. 


Kitaip sakant, 


5 OA: AB>> R-0CA5> 


l 
> 2 0A-CD. 
*) Tiksliau, « yra kampo didumas radianais. 
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Taciau 
OA=R, AB=tgxw, “Y CA= Ra, CD = Rsina, 
vadinasi, 


£ l Reas Re sj 
5 R? tga> y Ra>y R sin «. 


Suprastinę šią dvigubą nelygybę iš daugiklio 5 R?, gausime 


(29) nelygybę. 

31. Nykstamai mažėjančio kampo sinusas. Tarkime, kad kam- 
pas a artėja prie nulio, nuosekliai įgydamas reikšmes %,, %2, %g, + - - 

Siuo atveju teisinga formulé 

lim 1] |, (30) 
Kn A 
Ji yra viena iš svarbiųjų matematikos formulių. 

Naudinga įsiminti, kaip ši formulė pasakoma žodžiais: 
nykstamai mažėjančio kampo sinuso ir šio kampo, išreikšto radia- 
nais, santykio riba yra lygi vienetui. 

Norėdami įrodyti šią formulę, galime tarti, kad visos «,,reikš- 


. ed - SINO» y- A pad ci 
més teigiamos, nes santykio $ didumas nekinta, vietoj a, 


imant — a, . Be to, galima laikyti, kad œ, < F , nes bet kuriuo atveju 


turime gauti šią nelygybę, imdami pakankamai dideles n reikšmes 
Taigi 

a 

9 L 

o tuomet, remiantis (29) nelygybe, 


0<0, < 


tga, > %, > Sina,. 


Iš čia, padalije visas nelygybės puses iš teigiamo skaičiaus sina,,, 
gauname: 
l An 
COS On SIM, 


Atvirkštiniams dydžiams teisingos priešingos prasmės nelygybės: 


SIN % 
cos 2, < ——= 
An 


<l. (31) 
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Pagal sąlygą kampas a, artėja prie nulio. Tuomet (kaip ma- 
tyti iš brėžinio) šio kampo kosinusas artėja prie vieneto: 


lim[cosa,]=1. 


Tuo tarpu trupmena 2 | Ž 


žr. (31) nelygybę) yra tarp vieneto 
Ir cosa,, todėl ji turi artėti prie vieneto, o tai reiškia, kad (30) 
formulė įrodyta. 
32. Sinusoidės ribojamas plotas. Išnagrinėsime kreivę, kurios 
lygtis 
y=sin X. (32) 
Ji atrodo taip, kaip atvaizduota 24 paveiksle, ir vadinama sinu- 
soide. 


Rasime plotą figūros, apribotos sinusoidės dalimi nuo x=0 
iki x=r ir abscisių ašimi (24 paveiksle ši figūra užbrūkšniuota) 
Šiam tikslui, kaip paprastai, abscisių ašies atkarpą nuo x=0 
iki x=7 padalysime į n dalių; gausime taškus 


k a 2% AR 
Lp? 3 n?’ nn | 


Iš šių taškų iškelsime statmenis iki susikirtimo su sinusoide. Šių 
statmenų ilgius rasime iš (32) lygties: jie lygūs: 


[] TC e > T 
sin = , sin 17 3 sın e ..o 9 sm 
n n n 


(pats paskutinis lygus nuliui). Šie statmenys padalija visą figūrą 


įm juostelių, kurių kiekvienos plotis „Tarę, kad kiekviena juos- 


AS AA 


A vs y . ; I P š iy 
telé yra stačiakampis, kurio pagrindas = O aukštinė (k-osios iš 


kairės juostelės) lygi sin Ez , turésime apytiksle k-osios elemen- 
tarios juostelės ploto išraišką: 


Remiantis 29 punkto (28) formule, šią išraišką galima už- 
rašyti taip: 


„TO. (n+l)r 
sin > Sin 


bu i E, 


arba (kadangi sin += |) 


g m (38) 
sin Zz 


Tiksli ploto išraiška yra (33) lygybės dešiniosios pusės riba, kai 
n neaprėžtai didėja. Šią ribą rasime, taip samprotaudami. 
Savaime suprantamą, kad 


(a+) zr, 7 
nm ` 2 A 2n | 
talgi Sis kampas artéja prie 5 - Todėl, kaip lengva matyti iš bré- 


žinio, šio kampo sinusas turi artėti prie vieneto: 


u (34) 


lim sin 
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Tuo tarpu kampas => artéja prie nulio, todél, remiantis 31 


punkto (30) formule, 


lim [| Z.-- =lim | 2 < |=2. (39) 
no. T sin Ap 
sin —— 
2n i 


Iš (34) ir (35) formulių, taikydami sandaugos ribos teoremą, ga- 
lutinai randame, kad 


F=2. 


Vadinasi, sinusoidės pusbange ir jos styga apribotas plotas 


yra lygus dviem. 
33. Sinusoidės sukimosi kūno tūris. Tarkime, kad sinusoidė, 


atvaizduota 24 paveiksle, sukasi apie ašį Ox. Rasime tūrį V kū- 
no, apriboto paviršiumi, kurį sudaro besisukdama viena sinusoi- 


dės pusbangė. 


25 pav. 


Šiam tikslui per tašką x = 5 išvesime plokštumą, lygiagrečią 


ašiai Ox (25 pav.). Aišku, ši plokštuma padalys kūną į dvi lygias 
dalis. Rasime mus dominančio kūno kairiosios dalies tūrį V*. 


Dalydami ašies Ox atkarpą nuo x=0 iki x = = į n dalių, gausime 
2 


taškus 
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ir per šiuos taškus išvesime plokštumas, lygiagrečias ašiai Ox. 
Šios plokštumos susikerta su tiriamojo kūno paviršiumi apskri- 
timais, kurių spindulys 

l KT 


r.=Ssin =- 
k 2n 


(imant k-aja plokštumą). 
Laikydami elementarųjį sluoksnį, esantį tarp (k — 1)-osios ir 


k-osios plokštumų, ritiniu, kurio spindulys r, ir aukštinė h = 5- ; 


rasime elementarųjį tūrį 
mps T | 
V, = zr h = on SD gp > 
iš čia visas kūno kairiosios dalies tūris 
2 2 k 
k ku 1n2 la . 
k=1 
Tiksli tūrio reikšmė yra šio reiškinio riba, kai n neaprėžtai 
didėja: 
i n 
*—lim [E 12 AT], 
V*-lim pa Y sin? Er (36) 
k=l 
Šios ribos ieškosime dirbtiniu būdu, kad būtų daug trumpes- 
ni skaičiavimai (turėdami tai omenyje, nagrinėjame ne visą kūną, 
o tik kairiąją jo dali). 


Šitas būdas štai koks: kartu su sinusoide (32) išnagrinėsime 
kreivę, kuri yra funkcijos 


y=cC0s X (37) 


grafikas. Atkreipę dėmesį į tai, kad 


$ T 
cos X=sin (x+ 5). 


lengvai suprasime, jog (37) kreivė yra ta pati (32) sinusoidė, tik 


pastumta ašimi Ox į kairę per 5 (26 pav.). 
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Dabar tarkime, kad Sig sinusoidę sukame apie ašį Ox. Aiš- 
ku, kad, sukantis 26 paveiksle užbrūkšniuotai figūrai, gauna- 
mas kūnas, kurio tūris lygus pradinio kūno kairiosios dalies tū- 
riui V* (nes jis tiksliai sutampa su pradinio kūno dešiniosios 
dalies tūrių). 


26 pav. 


Antra vertus, jeigu šį tūrį skaičiuotume sumavimo metodu, 
tai, aišku, gautume ribą, panašią į (36), tik visi sinusai būtų pa- 
keisti kosinusais, t. y. gautume 


. 2 E ¿y k 
V*= lim E 2, cos? zh (38) 
k=l 
Taigi, vienas ir tas pats dydis V* gali būti išreikštas dvejopai: 


A n 
T? TE e ; T? kr 
* A) PR Pp 2 ls 
V*=1im ES > sin z |= lim 5 > COS a] 

k=1 k=1 
Sudéje šias dvi išraiškas (aišku, tai galime padaryti po ribos Zenk- 
lu), gausime: 


n 


2V*=lim E 2 (sin 5 T t cos? 5) (39) 


— 
= 


Tačiau 

sin? x +cos? «= |, 
vadinasi, kiekvienas (39) sumos dėmuo lygus vienetui, gi dėmenų 
skaičius yra n, todėl 

2 2 
2V*=lim E E 'n|=lim (5)= => 
2n 2 

nes pastovus dydis pats yra savo riba. 
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Kūno kairiosios dalies tūrį V* gautume, dalydami šią reikš- 
mę iš dviejų. Tačiau iš pat pradžių domėjomės viso kūno tūriu, to- 
dėl dalyti visai nereikia, ir galutinis rezultatas 


y=2y+=*. 40 
a (40) 


Vadinasi, kžno, kurio ribojantį paviršių sudaro besisukanti 


2 
apie stygą sinusoidės pusbangė, tūris yra lygus = 


34.Vidutinė reikšmė. Tarkime, kad bet kuris dydis y turi baig- 
tinį skaičių reikšmių: 
Yis Yas Yas «s Ym 
Tokiu atveju šių skaičių y„ aritmetinis vidurkis 


y= Vi as e tYn 
vadinamas dydžio y vidutine reikšme. Panagrinėti šį dydį naudin- 
ga dėl dviejų jo savybių. 

A. Jeigu visos dydžio y reikšmės yra tarp skaičių m ir M, tai 
ir vidutinė reikšmė yra tarp šių skaičių, t. y. jeigu 


m<y„<M(k=1, 2, ..., n), (41) 
tai ir 
m<y,< M. 
B. Jeigu visos dydžio y reikšmės lygios vienam ir tam pačiam 
skaičiui h, tai ir vidutinė reikšmė lygi šiam skaičiui. 
Savybė B aiški, o savybės A įrodymui reikia sudėti visas (41) 
nelygybes 


y, SNM, 
| 


nm < 
k= 
ir gautą nelygybę padalyti iš n. 
Kartu su dydžio y vidutine reikšme y, dažnai nagrinėjamas 
to paties dydžio kvadratinis vidurkis y*, išreiškiamas lygybe 


yo | ARM t, (42) 


n 
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Kitaip tariant, dydžio y kvadratinis vidurkis yra kvadratinė 
šaknis iš dydžio y* vidutinės reikšmės. 

Lengva parodyti, kad jeigu visos y dydžio reikšmės neneigia- 
mos, tai jo kvadratinis vidurkis turi tas pačias savybes A ir B, 
kaip ir aritmetinis vidurkis. 

Iš tikrųjų, jeigu 

0<m<y,<M (k=1, 2: 55 n), 
tal 
m? < yi < M? (k=1, 2, ..., n). 


Sudėję visas tokias nelygybes, sumą padalije iš n ir ištraukę 
kvadratinę šaknį, gausime: 


m<y*<M. 


Tuo būdu, įrodėme, kad y* turi savybę A. Savybė B aiški savaime. 

Lig šiol kalbėjome apie tokį atvejį, kai dydis y turi baigtinį 
skaičių reikšmių. Tačiau, sprendžiant praktinius uždavinius, daž- 
niausiai tenka susidurti su nenutrūkstamai kintančiais dydžiais. 
Tokių dydžių vidurkius reikia skaičiuoti nykstamai mažėjančių 
dėmenų sumavimo metodu. Pailiustruosime tai pavyzdžiu iš 
fizikos. 

35. Efektyvinis srovės stiprumas. Pakalbėsime apie kintamą- 
ją sinusinę elektros srovę, t. y. tokią srovę, kurios stiprumas 
kinta pagal dėsnį 

I= Asin t; (43) 


čia £— laikas, o J—srovés stiprumas. Skirtingais laiko momentais 
dydžio I reikšmės būna skirtingos. Didžiausia iš jų yra lygi A: 


A maks = A. (44) 


Elektrotechnikoje svarbus vaidmuo tenka srovės stiprumo 
kvadratiniam vidurkiui 7, per laiko tarpą, lygų svyravimo pe- 
riodui, t. y. nuo t=0 iki t=2r. 

Matuojant kintamosios srovės stiprumą ampermetru, jis ro- 
dys būtent dydį I,. Šis dydis vadinamas efektyviniu srovės stip- 
rumu. 
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Apskaičiuosime /,, kai srovė kinta pagal (43) lygybę. Tam tiks- 
lui laiko tarpą nuo momento ¿=0 iki momento +=27 padalysi- 
me į n mažų tarpelių; dalijimo taškai — momentai 


„= 2 k (k=1, 2, s239 R). 


Jeigu skaičius n labai didelis, tai apytiksliai galima sakyti, 
kad srovės stiprumas laiko tarpu nuo momento tą- iki momento 
t, nespėja pasikeisti lieka lygus savo reikšmei momentu f, 


I,= A sin = k. 


Kitaip tariant, laikysime, kad elementarųjį laiko tarpą srovė 
yra pastovi. Esant šiai supaprastinimo prielaidai, efektyvusis 
srovės stiprumas 


S PETET 


I, Ms S E (45) 


n n 


Tikroji Z, reikšmė yra (45) lygties dešiniosios pusės riba, kai n 
neaprėžtai didėja: 


— 
J, = lim |A- = > sin? = k|: 
k=l 
Rasime pošaknio ribą 


i ] S 2T 
lim E > sin? — k|: (46) 
kl 
Tai galime padaryti be jokių skaičiavimų Sitokiu būdu. 
Tarkime, kad ieškome tūrio kūno, gaunamo, besisukant vie- 
nai (32) sinusoidės bangai apie ašį Ox. 
Taikydami nykstamai mažėjančių dydžių sumavimą ir pakar- 
todami 33 punkto samprotavimus, šį tūrį užrašysime taip: 


n 
2mt „kr 
k 78 R 
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Antra vertus, šis tūris, aišku, yra du kartus didesnis už tūrį 
kūno, kurį sudaro besisukanti sinusoidės pusbangė ((40) form.), 
t. y. ieškomasis tūris lygus 73. 

Taigi 


MS, A i 
lim | — > sin? =|- me, (47) 
k=1 
Lengva suprasti, kad (46) riba gaunama iš (47) ribos, dalijant 
iš 2n?: iš čia 
Rh 
1 : 2k l 
lim = | 2. sin* mrj- je 
k=! 
Tuomet*? 
1 | 
L=A| 2. (48) 


Ši formulė ir yra uždavinio sprendinys. 
Jeigu palyginsime (48) ir (44) formules, tai pamatysime, kad 


Taak = I, V 2, 


t. y. maksimalus srovės stiprumas yra maždaug pusantro karto 
didesnis už tą, kurį rodo ampermetras. 


PRATIMŲ PAVYZDZIAI 


Šiame skyrelyje duota keliolika pratimų savarankiškam darbui. Kad įpras- 
tumėte naudotis išdėstytais metodais, būtinai atlikite šiuos pratimus, nes, 
kaip sakė Niutonas, „matematikoje pavyzdžiai naudingesni už taisykles“. 


l. Raskite suma 
n 
S, = y ke. 
k=l 


n(n +1) Qn +1) (37? + 3n— 1) 


Ats, Sa = 30 


2. Raskite stačiojo trikampio plotą sumavimo metodu. 
*) Naudojamės šitokia teorema: jeigu kintamasis dydis x„>0 artėja prie 
ribos a, tai V Xn artėja prie V a. 
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3. Raskite plotą, apribota ašimi Ox, kreivę y= X? ir tiese x= I. 


Ats. 2 
n 

4, Raskite ribą lim | L A V a), kai n neaprėžtai didėja. 
k=1 


Nurodymas. Raskite skritulio ketvirčio plotą, sumuodami stačiakampes 
juosteles. 


TC 
Ats. 4 A 


5. Remdamiesi ankstesnio uždavinio rezultatais, raskite ritinio tūrį, 
padalydami jį į stačiakampes plokšteles, kaip parodyta 9 paveiksle. | 

6. Nustatykite ritinio formos stiklinėje esančio vandens spaudimą į jos 
sieneles. 


Ats. P=KRH*, 


7. Raskite darbą, atliekamą, išsiurbiant vandenį iš kūginio indo, kurio 
pagrindas horizontalus ir yra žemiau viršūnės. 


Ats. T= 7 rR HP. 


8. Nustatykite sukimosi elipsoido tūrį, tiesiog skaičiuodami, o ne remda- 
miesi Kavaljerio principu. 
i x? 2 
9. Raskite tūrį elipsoido, kuris gaunamas, sukantis elipsei Pr + =1 


apie »rdinačių ašį. 


Ats. V= 5 ra?b. 


10. Kokį reikia atlikti darbą, išsiurbiant vandenį iš pusrutulio, padéto 
diametraline plokštuma žemyn? 


5 
— rs 4 
Ats. T 13 TR!, 


11. Nustatykite vandens spaudimą į prizminio indo sieneles, jeigu to 
indo aukštinė H, o pagrindo perimetras p. 


Ats, P= 5 pH’. 


12. Remdamiesi | pratimo rezultatais, raskite tūrį kūno, kurį riboja 
paviršius, gautas, sukantis parabolei y=ax? apie ašį Ox, ir šiai ašiai statmena 
plokštuma, nutolusia nuo koordinačių pradžios atstumu A. 


Ats, V= A ra? h?, 
5 
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13. Raskite riba 
A 
lr Ye, 


kai n neapréztai didėja (skaičius p — natūrinis), 


Ats. 


B 
p+l 


E 


14. Raskite ribą 


kai n neaprėžtai didėja. 
Nurodymas. Raskite plotą kreivinio trikampio OQM (19 pav.), padaly- 
dami jį į juosteles, lygiagrečias ašiai Ox. 
2 
Ats. 3" 


15. Raskite suma 


k=1 
sin mt a 
Ats. S = —————— — 2. 
2sin y 


16. Pasinaudoję ankstesniuoju rezultatu, raskite plotą figūros F, kurią 
riboja kreivė y=cos x ir koordinačių ašys. 


Ats, F= 1. 
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Pratarmė. 545 ns T ES 
$ 1. Kai kurios algebros formulės PREE A š 
$ 2. Skysčio slėgimo į vertikalią sienelę skaičiavimas ...... 
$ 3. Darbo, atliekamo, išsiurbiant skystį iš indo, skaičiavimas 
$ 4. Tūrio radimas ............... IA eii 
$ 5. Parabolé ir elipsė ...........oooooo.o.... and 
$ 6. Sinusoidė ...... ta da SS Sis dvaras a aa a eis 
Pratimų pavyzdžiai .....o.ooo ooo... RT 


H. II. HATAHCOH 
CYMMHPOBAHHE BECKOHEUHO MAABIX 


BEAHYUHH 
Ha AHTOBCKOM A3bIKe 


MepeBoA c pyccKoro H3AaHns 1960 r. 
HaxaTeAncTBO «MuuTrnos Amt. CCP, 1972 r. 


Vertė N. Žičkienė 

Redaktorė B. Latintené 

Viršelio dailininkas A. Kazakauskas 
Meninis redaktorius A. Vilkauskas 
Tech. redaktorė D. Andriukonlenė 

Korektorė 1. Astrauskienė 


O w N 


18 
26 
40 
46 
57 


Leid. Nr. 12671. Duota rinkti 1972.V.18. Pasirašyta spaudal 1972.X.25. Popie- 
rius: spaudos Nr. 1., form. 84X108'/3. 3,15 sp. I. 3,18 apsk. 1. 1. Tiražas 


7000 egz. Kaina 0,10 Rb. 
Leidykla „„Mintis“, Vilnius, Sierakausko g. 15. 
Spausdino K. Poželos sp. Kaune, Gedimino 10. Užs. Nr. 842, 


